K-THEORIE FUR OPERATORALGEBREN

HANNES THIEL

1. EINFUHRUNG

Mit Operatoralgebren meinen wir C*-Algebren und von Neumann Algebren,
wobei wir vor allem C*-Algebren betrachten werden. Was also ist K-Theorie fiir
C*-Algebren?

K-Theorie ist ‘die’ Kohomologietheorie fiir C*-Algebren. Sie besteht aus zwei
(kovarianten) Funktoren Ko(—) und K;(—), d.h.:

o Jeder C*-Algebra A werden zwei abelsche Gruppen Ky(A) und K;(A) zu-
geordnet;
e Jedem *-Homomorphismus ¢: A — B werden zwei Gruppenhomomorphis-
men Ko(p): Ko(A) = Ko(B) und K;(p): K1(A) — K;(B) zugeordnet;
und es gelten die Funktoreigenschaften:

e Fir jede C*-Algebra A und fiir die Identitdtsabbildung ids: A — A gilt
Kj(ldA) = idKj(A): K](A) — K](A) fur] = 0, 1,
e Fiir alle C*-Algebren A, B,C und *-Homomorphismen ¢: A — B and
Y: B— Cgilt Kj(Yoyp)=K;(t)oKj(p): K;j(A) = K;(C) fir j =0,1.
Dariiber hinaus gelten:

o Homotopieinvarianz: Falls zwei *~-Homomorphismen g, 1 : A — B homo-
top sind, dann gilt K,;(yg) = K;(p1) fiir j =0,1;
o FEzxakte Sequenzen: Jede kurze exakte Sequenz

015 A5 A/ T—-0
induziert eine 6-Term exakte Sequenz:

Ko() 2% () 22 ka1

s | i&,

Kl(A/I)f(O(T) Ki(A) NACE K\(I)

Man benutzt oft die Kurzform K,.(A) wenn man beide K-Gruppen Ky(A) und
K (A) zusammen betrachten mochte.

Man kann K-Theorie fiir C*-Algebren als die natiirliche Verallgemeinerung von
topologischer K-Theorie auf ‘nichtkommutative topologische Raume’ (=C*-Algebren)
betrachten. Topologische K-Theorie ist ein wichtiges Gebiet der (algbraischen)
Topologie, welches dazu entwickelt wurde, Vektorbiindel iiber topologischen Raumen
und Mannigfaltigkeiten zu studieren.

K-Theorie ist eine der wichtigsten Invarianten fiir C*-Algebren. Es ist daher
von groflem Interesse, die K-Gruppen fiir verschiedene C*-Algebren auszurechnen.
Dazu verwendet man z.B. die 6-Term exakte Sequenz und weitere Eigenschaften
der K-Theorie, die wir spater kennenlernen werden.
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In manchen Fillen ist eine C*-Algebra sogar durch ihre K-Theorie festgelegt,
d.h. es gibt Klassen von C*-Algebren, sodass fiir je zwei C*-Algebren A und B aus
dieser Klasse gilt:

A~B & K.(A)=K.(B).

Man sagt dann, dass die C*-Algebren in der Klasse durch ihre K-Theorie klassi-
fiziert werden, und man spricht von einem Klassifikationsresultat.

Ein weiterer wichtiger Aspekt der K-Theorie ist die Strukturtheorie von C*-
Algebren: Informationen iiber K,(A) geben uns Aufschluss iiber die Struktur der
C*-Algebra A. Dies hat auch Anwendungen in anderen Gebieten der Mathematik.
Man kann z.B. zeigen, dass Ko(C)4(F2)) = Z, wobei C ,(F3) die reduzierte
Gruppen-C*-Algebra der freien Gruppe mit zwei Erzeugern ist. Daraus folgt, dass
C 4(F2) auBler 0 und 1 keine weiteren Projektionen enthédlt. Damit kann man nun
die berithmte Kaplansky Vermutung fiir Fo beweisen: die (algebraische) Gruppen-
algebra C[F3] besitzt keine Idempotenten aufier 0 und 1.
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PLAN DER VORLESUNG

Der grobe Plan fiir diese Vorlesung ist:

1. Woche (20.4.): Unitére und K;(A).

2. Woche (27.4.): Projektionen und die Murray-von Neumann Halbgruppe
V(A4).

Woche (4.5.): Kq(A).

Woche (11.5.): Die geordnete Gruppe Ky(A) und Spuren auf C*-Algebren.

Woche (18.5.): Induktive Limiten und Stetigkeit von K, (—).

. Woche (25.5.): Klassifikation von AF-Algebren.
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